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0.  INTRODUÇÃO. 

Escrevendo  taio  linhas,  oupuz  qu  o  o  leitor 
conheça  a  terminologia  relativa  i  teoria  doa  conjuntos. 

Imaginei  também,  terem  todoe  uma  certa  noção 
do  Geometria  Plana  Elementar. 


1.  TRANSFORMAÇÕES. 

Uma  tranef ormaçao  (ou  função)  é  um  mecaniR— 
mo  que  pode  eer  visto  através  de  três  compartimentos 
(distintos  porem  bastante  interligados): 

i)  Um  conjunto  de  partida. 

ii)  Um  conjunto  de  chegada. 

iii)  Uma  regra  (ou  lei)  que  associa  a  cada  elemento 
,  do  conjunto  de  partida,  um  único  elemento  do 

conjunto  de  chegada. 

Podemos  representar  tal  mecanismo  da  seguin 
te  maneira: 

•  J  — *  & 

2  r 

Neste  caso,  <4  é  o  conjunto  de  partida, 

P  e  o  conjunto  de  chegada,  2  é  um  elemento  (per¬ 
tencente  a  oí,  )  que  e  transformado  (através  da  fun¬ 
ção  ^  )  no  elemento  j?*  (pertencente  a  ^  )• 

Para  exemplificar,  considere  como  conjunto 
de  partida,  um  grupo  de  pessoas  conversando  numa  es¬ 
quina.  Considere  como  conjunto  de  chegada,  este  mesmo 
grupo  de  pessoas. 

Imagine  que  apareça  um  magico  pelas  redon¬ 
dezas  e,com  uma  varinha  na  mão...  (passou  a  manteiga 
no  pão  ?  -  não)  ...transformou  cada  elemento  do  grupo 

/ 

em  pessoas  com  o  dobro  de  sua  altura  normal. 

Vamos  colocar  símbolos  nesta  transformação: 
Seja  JL  =  £  J  ,  M  ,  P  |  o.  grupo  de  pessoas:  (  J»oão, 


-  1  : 


Maria  e  Pedro  )  . 

Chamemos  de  Joao-til  (  J  )  ,  o  João  já  transformado, 
ou  seja,  o  Joao  ja  duplicado  em  altura. 

Idera  para  Maria-til  (  tf  )  e  Pedro-til  (  P#  ). 

Seja  p  o  conjunto  das  pessoas  já  transformadas,  ou 
aejas  ^  =  [j  ,  M  , 

Represente  por  d^  a  função  em  questão,  ou  seja  ,  a 
função  que  duplica  a  altura  de  cada  elemento  do  con¬ 
junto  de  partida.  Então: 

(quadro-1)  (quadro-2)  (quadro-3) 


I-.Jl 


U/ 


S.  ' 

W 

«/  & 

v  ja 

\J  i — d 


Vamos  interpretar  o  quqdro-1: 

-  P  oão)  e  transformado  em  (João-til)  através  da  fun- 

ção  d  ,  ou: 

-  (Joao-til)  e  a  imagem  de  ÍJoão^  através  da  função  , 

ou  ainda: 

-(  Joao^  e  a  pre-imagem  de  (João— til)  através  da  função 
d  • 

0  que  seria  d  (a  função  inversa  da  fun-  — 
ção  d  )  ? 

^  (t  traria  (João-til)  de  volta  para  (Joao), 
ou  seja,  d  seria  uma  função  onde: 
i)  Seu  conjunto-de-partida  seria  o  cpnjunto-de-cfce- 
gada  da  JFunçao  d  •  .  .  ' ' 


ii>  Scii  conjunto-de-chegada  seria  o  conjunto-de-parti- 
da  da  função  ci  . 

iil)Sua  regra  (ou  lei)  deveria  ter  condições  do  trazer 
7  de  volta  para  J  ,  fi  de  volta  para  M  ,  e 
P  de  volta  para  P  . 


C 
(: 


Observe  que: 

e  a  imagem  de  através  da  função  cl. 
e  a  pre-imagem  de  R  f  através  da  função  d  . 

Mea  imagem  de  S  ,  através  da  função  JC 
"  é  a  pré-imagerm  de  M  ,  através  da  função  <L\ 

0  mais  importante  neste  exemplo,  é  que 
ele  nos  permite  visualizar  o  conceito  de  função: 

0  grupo  de  pessoas  conversando  na  esquina, 
foram  transformados  (através  da  função  d)  em  pessoas- 
gigante.  i 

E  conseguiram  voltar  ao  normal,  graças 
a  açao  de  uma  nova  função:  cf  ^  • 

(  Uma  observação  importante  quanto  à  notação 

e  que  7  ,  a  imagem  de  J  segundo  d  ,  também  é  represen¬ 
tada  por  J 

J-J  =  imagem  de  J*  segundo  d  # 


2.  A  FUNÇÃO  REFLEXÃO» 

Considere  um  plano  JL  ,  contendo  um  eixo  £ 
e  um  ponto  genérico  P. 


x  F J 

P  1 

;  7  ' 

Construa  uma  reta  r  ,  contida  no  plano  »  pas¬ 

sando  por  P  ,  e  também,  perpendicular  ao  eixo  e  • 
Chame  de  M  ao  ponto-interseção  das  retás  r  e  í 
Centrando  o  compasso  em  K,  com  raio  MP  *  trace  um 
semi-círculo  até  atingir  a  reta  r_  num  ponto,  p  • 

Dizemos  que  f  / o  simétrico  de  P  em  rela¬ 
ção  ao  eixo  e  .  * 

Observações: 

-(,  se  P  for  simétrico  de  P  (relativamente  ao  ei¬ 
xo  e  ),  então  P  será  o  simétrico  de^P  (rélúti- 
va  vamente  ao  eixo  e)  .  Ou  seja:  (?)  -  P 

2.  Nò  diagrama  ao  lado, 

P  e  Q  não  são  simétri 

cos  em  relação  ao  eixo  ej 
pois  as  retas  r  e£  não  são 
perpendiculares . 

3.  M°  entanto,  pe  Q  apre¬ 
sentam  uma  simetria  pontual 

(relativa  ao  ponto  M)  embora  não  apresentem_üma 
simetria  axial  (relativa  ao  eixo  e  ). 


Considere  agora  uma  função  R  defí 

nida  conforme  os  itens: 

i)  Conjunto  de  partida: Conjunto  dos  pontos  de  um 
plano  ç/  . 


-  4  - 


iii)  Conjunto  dc  chegadas  conjunto  doo  pontos  doote 
mesmo  .plano  qJL  . 

iíl)  Regra  j  Associará  a  cada  ponto  P  (de  ^  )  um 
unlco  elemento  P  (.também  d e  )  f  de  modo  que 

P  seja  o  simétrico  de  P  ( relativamente  a  unr 
certo  eixo  dado). 

TDda  £unçao  que  preenche  tais  condições 
chama-se  FUNÇÃO  REFLEXÃO  RELATIVA  AO  EIXO  DADO. 

Considere  uma  funçâo-ref lexão  R  (relati¬ 
va  a  e).  ÇL 


r-> 

4. _ _ 

rJ 

o 

A  r~ 

A 

A  imagem  de  4- 

(através  de  R)  é 

A  imagem  de  5  (através  de  R)  é 

A  imagem  de  Ã 

(através  de  R)  é 

Y* 

S- 

í 

curva  h. 


curva  w. 


A  imagem  da  curva  w  (através  de  R)  é  a 

_ 

A  imagem  da  curva  &  (através  de  R)  é  a 


NOTAÇÃO:  Nbs  exemplos  acima,  **  & 

A  -  1 


X- w 


,(q) 


*  --  (íO 


□ 


3*  A  PUNÇÃO  TRANSLAÇÃO. 

Uma  RETA  e  um  ooncelto  primitivo. 

Um  SE GWENTO-DE-RETA  ®  um  subconjunto  da  reta, 
limitado  o  conexa.  (Tal  definição  é  tratada  com  preci¬ 
são  a  elegância  noa  eetudoo  da  Análise  e  Topologia). 

Tbao  eegmento-dc-rota  possui  uma  caracterís¬ 
tica  fundamental: 

i)  comprimento. 

Um  SEGMENTO-DB-RETA-DIRECIONADO  é  um  sagmen- 
to-de-reta  que  possui  duas  características  essenciais: 

i)  comprimento. 

ii)  a  direção  que  uma  reta  suporte  possui  em  relação 


podem  representar  um  único  segmento-de-reta. 

ND  entanto,  apenas  ÀB  e  EÉ  podem  represe»- 
tar  um  único  segmento-de-reta-direcionado  pois  estão 
sobre  retas-suporte  que  formam  ângulos  idênticos  em 
relação  à  reta  horizontal  h. 

Um  SEGMENTO-DE-RET A-DIRECI ONADO-E-OR 1EN1LAD0 
e  um  segmento-de-reta-direcionado  que  possui  tres  carac 
teríisticas: 

1)  comprimento^ 

ld.)  a  diireçao  que  sua  feta  possui  em  relação  a  um  sis 
tema  referencial. 

4  /  V 

iii)  a  orientação  que  eie  a8sume.  . 


Gfflt  Ã3T  ,  ÉF  ,T3  podem  representar  um  único  sogmonto- 
de-reta. 

Apenas  AB^  £F,  XJÍ,  podem  representar  um  único  eegmen 
•bo-d  e-reta-direc  ionadcu 

Apenas  AH»  e  IJ  podem  representar  um  unlco.  segmento- 
d  e -r  e  t  a-d  i  r  e  c  i  onador- e- or  i  enitad  a. 


Unr  VEOJOR  é  um  segmento-de-reta^direcionado- 
e-orientado. 

Observe  que  no  diagrama  acima, 

GHÍ  e  CD  não  representam  um  único  vetor  pois  diferem 

nos  itens  i,ii,iii. 

Bftle  ÃB  "  "  "  "  "  M  "  ”  M 

Afr  e  CD*  "  (i)* 

AB  e  |E  ”  "  "  "  "  "  "  "  M  (iii)  • 

FE* e  Tf  "  "  «  "  M  "  "  *  u  tii±>. 

CD"  e  7È  "  "  M  "  "  "  "  "  "  (i)  q  (iii). 

TZèa  Tf  representam  um  único,  vetor  pois  coincidemi 
era  todos  os  itens. 


A  FUHÇXo  ÜRANSLAÇSO  (segundo  um  vetor  v  da¬ 
do)  I  uma  funçãa  0T  satisfazendo: 

i)  Conjunto  de  partida:  o  plano  cL 

ii)  Conjunto  de  chegadas  o  plano  U.  . 

iii)  Regra:  Associara  a  cada  ponto  P  (de  oL  )  ura  úni¬ 
co  elemento  F*  (também  de  oC  )  >  de  modo 

*  — V 

que  PP  *  V/  . 

-  7  - 


A  liaagc.n  do  d  (atra vós  de  ü)  ó  d  # 

A  imagem  de  "Q  ^através  de  T)  e  TH*  • 

A  imagem  de  (através  do  T)  é  Ç  • 


A  imagem  da  figura  1  (através  de  T)  e  a 

figura  j]  . 

OBSERVAÇÃO:  NO a  exemplos  acima, 


pT 


4.  A  FUNÇÃO-ROTAÇÃO  : 

A  "  FUNÇXo-ROTAÇAo  ••  (relntivn  n  u/n  Sngulo- 
orientado  &  em  torno  do  ^  ponto  Q  fixQ  )  ^  ^ 

fiiinção  rtfng  aatieiazendo: 

1)  Conjunto  de  partidas  o  plano  pL 
ii)  Conjunto  de  cheguda:  o  plano  oC  . 
iit)  Regra:  Aeaociará  a  cada  ponto  P  (dopt  )  um  úni¬ 
co  elemento  P' (também  de^  ),  de  modo  que  o  Sn- 
suio  pôp^  6>  a  op  ~5F. 

K 


A  imagem  de  P  (atrawk  de  . 

A  imagem  de  A  (através  de  fcf©  )  é  K  . 

Ubservaçao  um  :  Um  angulo-orientado  o  o  resultado 
de  um  deslocamento  .  Tal  orientação  pode  ser  no  sen¬ 
tido  dos  ponteiros  de  um  relógio  ou  não. 

Exemplo:  q 

‘'l  >108  ;  4  90“ 

— *  AáC--  -30* 


Observação  dois 


No  exemplo  acima,  v  x 

k.A 


João  (f  a)  foi  transformado  (ntrnvós  de 
era  João-til  (é  *  (OBS:  João-til  tem  o  dobro  da  nl 
turn  de  João  ). 

João-til  (e  9)  foi  transformado  (a trave c 
da  X^)  em  João-dois-til  (6  C) .  (OBS:  João-doto-til 
tem  o  triplo  dn  altura  de  João-til). 

Comparando  a3  duas  observações,  concluímos 
que  Joao-dois-til  tem  o  síxtuplo  da  altura  do  J*aaa. 

A  composição  das  transformações  d  e  t  , 

9  m,  t 

s era  uma  nova  transf  ormaçao  que  aera  representada  pe 
lo  símbolo  . 

át  tterá  as  seguintes  características: 

i)  seu  conjunto  de  partida  será  A  (coincidindo  com 
Q>  da  função  dl  ). 

ii)  seu  conjunto  de  checada  ocra  C  (coincidindo 

com  o  da  função  %  » 

iài)Regra:  A  imagem  de  Ji  ((.  Al  acra  a  imagem  de 
segundo  iJ.  # 


Ou  seja: 


M 


(j) .  01 


h4!  v~ 


ALGUMAS  PALAVRAS  a  RESPEITO  DaS  DIVERSAS  NOTARES 
UTILIZADAS  NESTE  tema: 


Encontramos  na  literatura  um  quuutao,  mui» 


tos  nutoros  que  adotam  a  expressão  JPCr  denotando  uma 
composição  de  transf orronções. 

Segundo  tais  autores,  a  função  P  agiu 
ANTES  da  função  Gr  • 

NO  entanto,  não  é  difícil  folhear  um  livro 
(principalracnte  de  análise) ,  cujo  autor  tenha  adotado 
para  a  composição  PCP  uma  conotaçao  tx» talmente  conr- 
traria  àquela  mencionada  anteriormente :  Neste  caso, 
a  transformação  P  agiu  DEPOIS  dn  transformação  G  . 


Adotaremos  nestas  páginas  a  notaçãa  PG  pa¬ 


ra  representar  uma  composição  ande  a  transf ormação  p 
agiu  antes  da  transformação  (5  • 


Voltando  ao  caso  do  mágico  que  atua  sobre 


os  conjuntos  A  ,  B  e  C  , 
temos  que 


onde  * f  r  f  x  representam  elementos 


representam  elementos 


genéricos  dos  conjuntos  A  f  e  C  res¬ 
pectivamente.  (  Lembre  auc  A  *  Í.t.  m  t>? 


Quem  seria  a  função  (composta)  dt  ? 


A — ^>c 


VJ/ 

'X 


h— >  r 


Ou  «soja;  dt,  transformaria  cada  elemento  do  conjui» 


to  A  num  elemento  do  conjunto  C 
de  sua  altura  inicial  „ 


quo  toria  a  sextuplo 


7.  A  COMPOSIÇÃO  i»‘  WIAS  HKK 


Considere  duas  rcflexoòP 

no  do  eixo.  o  oi  xo,  respectivaroentc . 

>4  1  ry 

0  é  a  imagem  de  cu  segundo  . 


om  tor- 


$*{*?* 


(igualdadel) 
a  imagem  dt  segundo  (\  . 

(igunlducle2) 


Substituindo  o  valor  de  f^rj  (na  igualdadel) 
dentro  da  igualdade2  ,  temos  :  **s  /vjl  a  UR 

I  *  aT  G'9®  s^)  c 

TN? 


sa< 

ríí 

Con 


con 


con, 

(A) 

(*A 

Logc 

círc 

l9tc 

rota 


Acontece  que  já  havíamos  observado  que  Ò 

Logo  toda  a  figura  (c  aerá  imagem  dn  ti€ura  [C^ 

através  de  uma  rotação  do  ângulo  AÔC  • 

Km  outras  palavras  , 


"  A  compoaiçãa  de  duas  reflexões  em  toma 
de  dois  eixos  não-paralelos  e  uma  rotaçno  em  torna 
do  ponto-intrrseçãa  dos  dois  eixaô  •  ” 

Como  aÔM  «  MÔa  e  BÔIT  =  NÜC  ,  concluimos  que  a 
ângulo  dc  rotação  t  AÔC  >  será  o  dobro  do  ângulo 
formado  pelos  doiB  eixos  de  reflexão. 


UM  CASO  PARTICULAR  DA  FUNÇ&O-ROTAÇlO  : 

Considere  uma  rotação  de  im  (vem  torno  d  a  o). 


tor 


°BSEI 


, _ 


Estn  transformação  e  tnmbém  chnmndn  di 
"  meia  -  volta  "•  . 

Ela  &  equivalente  a  uma  sime trla- pontual  e* 
torno  do  ponto  0  . 


oc 


í~  ’ _ 


9.  A  FUNÇÃO- IDENTIDADE  : 

JJoScl  ,  Maria  e  Pedro  conversam  rm  esquina. 
0  mágico  vem  passando  discretamente  a  ... 
Kalaue  . . .  e:xclama  apontando  a  varinha. 

. . .  Mas  nada  aconteceu.  1 ? 

A  mágica  falhou. 

Todos  permaneceram  como  estavann 
...  É  a  função-identidade. 

_ ♦»• _ _ 

Seja  J.  uma  função-identidade. 

Seja  ?  um  ponto  qualquer  do,  conjunto  de-  partida. 
Então  Jp 


OBSERVAÇÃO:  Daqui  para  frente  toda  transformação  repr£ 
sentada  por  »  sera  a  identidade. 


Hü 


translações  6  uma  iso- 


tronolaçõco  o  uma  iso- 


rofloxõcs  seguidas  de 


reflexões  seguidas  de  ae 


Pa 


>lo& 

a  composição  do  duas 

metria  . 

A  composição  de  sete 

metria  . 

A  composição  do  1000 

uma  translação  ó  uma  isomotria 

A  composição  de  1003 

te  translações  é  uma  isometria 

_ ___ _  »»  _ _ 

11.  PONTO  -  INVARIANTE  (  DE  UMA  TRANSFORMAÇÃO  >. 

Ponto-invariante  (de  uma  certa  transforma¬ 
ção  T'  )  e  aquele  que  não  se  altera  sob  o  efeito  de 
tal  transformação  . 

jf  será  invariante  se: 

?T=P  _ 

Ou  seja  :  sc  a  imagem  âu  p  (  segundo  T  ) 
coincidir  com  o  próprio  P  .  ^ 

Exemplo:  Considere  J\^  (  reflexão  em  torno 
de  ^  )  aplicada  à  ourva  C  . 

Observe  qus: 

k'=kK^< 

mas  i  rs 

ItOgo^J  e  um  ponto  invariante  segundo  a  reflexão 
Observações  (novas): 

1*  Numa  reflexão,  todos  os  pontos  do  eixo  de  simetria 
são  invariantes. 


purccbc  quo  houve  umu  comunicação  entre  professur 
turma.  Tudo  quu  vocC  poderia  dizer  cora  ctrli  z»  •  quw 
talo  criaturas  conhecem  umu  regro»  dc  mudo  <tu  .  qu/in 
do  cortos  parco  dc  objetos  ou  o  mencionados  C^n  aPcuí 
outros)  ,  como  $  (p°\&  »  oit!t  rl^°  caPa5SÜL 

de  reoponder  (^bint)  .  Beto  muerno  mecanismo  aconte¬ 
ce*  om  nossas  aulac  do  tabuada  no  primai o,  quando  o 
professor  diz:  ^quatr^  t  (^gfete^  ,  r<  ipondomos  : 

rrocta  tentativa  dc  analisar  adição  e  multipli 
cação  de  números,  somos  levados  a  crer  na  ideia  dc  que 
adição  o  basicamento  uma  regra  quo  a3  pessoas  aprendera, 
permitindo  associar  a  cada  dois  numeros  numa  certa  or¬ 
dem,  algum  número  como  resposta. 

Multiplicação  também  é  uma  regra,  porem  diferente. 
Observe  finalmente  que:  ao  aplicar  tal  jogo  conr  sua 
turma,  o  professor  deve  tomar  certos  cuidados  quanto 
ao6  pares  dt  objetos  que  vai  lnnçar.  Sc,  por  exemplo 
ele  lança  ^dez^)  ,  ^ccu^)  ,  seus  alunos  fdcarao  um  tan¬ 
to  confusop.  —  A  regra  sa  se  aplica  a  pares  de  abje¬ 
tos  pertencentes  a  um  determinado  conjunto.” 

_ 

0  conceito  de  função  (.visto  anteriormente) , 
associa  um  elemento  (do  ccuajunto.  do  partida)  à  sua  1- 
magem. 

0  conceito  de  operação-binária,  associa  um 
par  ordenado  (de  elementos  do  conjunto  de  partida)  a 
um  certo  elemento  que  sera  a  imagem  do  par-ordenada 
Rtraves  da  opuração-binária. 
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Pn ocirr  ox orneio: 


M  *  conjunto  dm;  Mulrwrei 

H  *  conjunto  duB  Homem 

B.  «  conjunto  doe  Bebes 

Considere  o  conjunto  doe  paree  (  m  ,  b  )  oncK 

m.Ç-  M  e  hi  £  Hí 

Representaremos  tal  conjunto  por  M  ><  H  . 
Assim, 

(  Ana  ,  Pedra  )  Ç:  M  X  & 

(  Paola  ,  Kauê  )  Ç-  M  X  H 


Defina  a  OPERAÇÃO-BINÁRIA 


f:  M*H - 6 


que  associará  a  cada  par  ordenado  (x,y)  ,  pertencen¬ 
te  a  H  ,  um  elemento  z  ,  pertencente  a  B  • 

Reste  casa,  |T  j  - ***  & 

(Ana, Pedra)  (— ">  Adriana 
(Paola, Kaue)  f — Felipe 


Adriana  é  a  imagem  (secundo  a  operação-binana  F)  do 
par  (  Ana, Pedra)  • 

Felipe  u  a  imagem  (segundo  F)  do  par  ( Paola, Kaue ) . 

Vaja  agora  ps  diversas  notações  que  poderão  ser  utiliza 
da3: 

Ana  f  Pedra  m  Adriana 
ou,  p- 

(Ana, Pedro)  *  Adriana 

OBSERVAÇTlO:  Neste  caso,  nao  vale  ter  gemoos,  pois 
operações-binárias  nao  podem  adnitir  mais  de 
uma  imagem  associada  a  um  certo  par* 

(Vide  a  palavra  •Mnica*'  ruo  ítem\  (lü)  do  con¬ 
ceito  de  trunsloxmaçãa  no  início  do  texto). 

ltl _ 

Segundo  oxenplos 

Soja  Z  o  corrjunto  dos  numeros  inteiros. 


23 


^>i 


Defina  tx  opuruçuo-hinúri- 


láríu  ^:l*í 

C$i>  H>  z 

que  associará  a  coda  por  ordt  nado  (x»y)  ^  1  1BUi#,4<ai  z  t 
de  modo  que  z  *  x*f  y  •  '* 

ntate  cíiío  ,  *  .  í 


^ l 

(S,i)  *3 

^,3)  ^  ?  £Íc 

k%/*.:'  U%ef'  =  'f3  f  5*#-  *3 

~  1**3  =? 

0  par  rs,rt  ■«  a  pró— imagem  de  ^3  (sob.  a  operação  ^  )# 
-?  ó  a  imagem  de  (  sot  a  operação  7^  ). 

— — — —  <fTT— «—  —  — 

14.  A  COIÍPOSIÇAO  DE  TRANSFORMAÇÕES  VISTA  CÜKO  UMA 
OPERAÇÃO- BI NÁK  IA  . 

Seja  /  0  conjunto  das  isometrias. 

(Recordando:  Isemetria^é  ur.  movimento  rigiaa, 
ou  seja:  uma  função  do  plano  em  si  mesmo  que  é  capaz  «e 
deslocar  uma  determinada  figura,  sem  deformá-la.  Dai  0 
nom©:  movimento  rígido). 

Ohscrve  quo  toda  i3ometria  pocie  scr  dccorapes 
ta  numi  sequência  de  reflexões  e  translações  . 

(Nao  citei  rotações  pois  já  vimos  que  a  rotação  nada 
mais  e  do  que  a  composição  de  duas  reflexões). 

Voltemos  então  ao  ponto  inicial: 

Seja^/C  o  conjunto  das  isometrias. 

Por  exemplo:  Se  g  t  uma  reflexão  em  torna  de  um* 

y  #  ^  iiJCQ  .**  • 

3o  f  fc  uma  translação  s  gurrio  ur  vet  r^. 

Sc  utr,a  raflexãa  em  torne  dt.  um 

Hntão; 


R4eA 


JeA 


4. 


Seja 

Dcfir 

aatioc 
dc  no 
ou  se 

dc  E .j 


nidfi 


nada  1 
vista 

tratad 

ta  de 
ÇÕe-o  ( 
da  dc 

15.  0 

e  c  o  mu 

SxCEpl 
!•  Sej 


8 


:•*  & 


IMA 


rí^iaa, 
:apaz  de 
,  Dai  o 


Seja  F^  um  elemento  genérico  de^i  .  (1*1,2,...) 

Defina  a  operaçSo-binórln  ^  — >*  y^L 

(r<  Tj 

associando  o  par-ordtnaàn  (P  ,  p  )  à  isometria  P 
de  modo  quej  seja  igual  n  composição  f 

ou  seja  : 

de  modo  que  P  *  PP 

-*  1  2  •  .1 
Em  outras  palavras  :  a  operação  7T  f  defi-. 

nlda  acima,  levara  cada  par  (P_  ,  F^)  em  sua  imagoa 

Pir2 

Enr  símbolos  : 

F,F, 

ou  então-  : 

F  *  F,  _=  FF, 

Observe  que  a  operação  ,  definida  acima 
rrada  mais  o  da  que  aquela  COKPOSIÇÃO  DE  TRANSFORMAÇÕES 
vista  anterlormentc. 

A  navidadw  e  que  a  transf  ormaçã  -  cr  tá  sendo 
tratada  agora,  como-  um  elemento  do  conjunto  • 

E  a  operação-composição  «  sta  dentro  do  contex^ 
ta  de  operação-binária,  quo  I  va  um  par  de  tranaf oxmo- 
çõcar  (XjY’)  á  sua  imagenr  XY  (a  composição  de  X,  segui¬ 
da  dc  Yj. 


(x,%)  P»  * 


15*  0  VERBO  CGVUTAR  . 

Uma  operação  binaria  D: 
q  comutativa  se 
Exemplos: 

Seja  Z  o  conjunto  dos  inteiros  e 

® ;  2*2  — 2 

e  comutativa  pois^ 


‘  A  / 

6/  =’t+£=j+i=&* 
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Q.  \ 

fx,*)  X. 

u  3 

nuo  «  comutativa  poio  v 

(X,$Ç  =  «nquanto  que  (yt  xÇ^, -  .JL 
Logo  não  podemos  afirmar  que _ 

Seja  *Vn  uma  função  que  calça  uma  certa  meia  era 
um  determinado  pé. 

Seja  outra  funçãa  que  calça  um  certo  sapato, 
no  pé  citado  antoriorraente. 

Seja  J&F  ,  a  operação  composição  entre  ae  duas 
funções  OOH  e  . 


Logo  ^  ,  neste  caso  não  é  uma  operação  comu¬ 
tativa.  (  Calçar  umn  meia  e  depois  um  sapata  e 
diferente  do  que  calçar  primeiro  o  sapato  e  de¬ 


pois  a  meia). 

?i^ 


Considere  duas  translações:  o  . 

A  translação  seguida  da  translação  pro¬ 
duz  o  mesmo  efeito  que  a  translação  seguida  de 
Logo. 

*1*2  “  Vl 


*  Duas  translações  comutam  ” 


Uma  nove 
-  compe 


rtunn  rcfloxõüB  comutam  ? 


Sv.ra  qtu 


Então : 


príncip 


1*  Ume 


2.  Una 


3.  0  p 


4.  Na 


5.  fhjji 


7.  A  1 


8  •  Ur, 


duí 


9.  A  i 


coa 


10.  Urjt 


rei 


exekcíc 


16.  UMA  NOVA  PALAVRA  . 

Voltcmoc  n  nossa  rolaçao  de  expressões  si¬ 
nônimas  j 

-  fiunpãa  s  transformação  . 

-  isometria  =  movimento  rígido  =  transformação  envolvei 

do,  composição  do  reflexoua  c 
translações. 

-  rotação  do  180V  (em  tomo  de  0)  *  moia- volta 


issões  si- 

nação  envolver 

ref lexÕüS  c 

volta 


Uma  nova  palavras 

—  composição  do  transformações  **  pr  ^iuVj  d*,  trunnfor— 

maçõec. 


Então: 


poderia  sor  mencionada  como  um  produto 
do  duac  translações. 

RT?‘  poderia  ser  mencionada  como  um  produto  do  uma 
reflexão  seguida  du  uma  translação. 


Chegou  o  momento  do  fazermos  um  resumo  cios 
principal 8  fatos: 

1.  Uma  reflexão  e  uma  isometria  oposta. 

Uma  translação  o  uma  isometria  direta. 

0  produto  de  duas  reflexões  í  uma  isometria  direta. 
Na  identidade  todos  os  pontos  sã<;  mvanantea. 

Numa  rotação,  apenas  seu  centro  é  porrto  invariante. 

A  translação  não  admite  ponto  invariante. 

Uma  rotação  pode  ser  expressa  como  um  produtp  de 
duas  reflexões  • 

A  rotação  de  180°  em  tomo  dc  um  ponto  0  coincide 
com  una  simetria  pontual  relativa  ac  ponto-  0  . 

10.  Hdda  Isometria  pode  ser  decomposta  num  produto  de 
reflexões  e  translações  • 

EXERCÍCIO  -  Divida  o  sí  mbolo  do  banco  boavista  era.  duas 
curvas  :  c  c  c  •  Que  tipo  de  isometria 
leva  c  em  c  ? 


2. 

3. 

4. 

5. 
1. 
8. 
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17,  0  PRODUTO  DE  DUAS  D* 

DOIS  PONTOS  DISTINTOS. 

Lembrando  quo  uma  meia-volta  em  tomo  do 

um  ponto  0  significa  uma  rotação  de  ( '  l*  torn 

de  0  ),  considere  a  eeguint «  oituaçao: 

Sejam:  J  V*  umu  meia-volta  (em  tomo  de  0A  ). 

/  vz  uma  moia-volta  (om  torno  de  0^  ). 

Vejamoo  o  que  acontece  com  o  triângulo  a  apó0 
sofrer  a  atuação  de  aeguada  de  : 


&A  .M 

!  ^ 

Seja  T  a  translação  segundo  u  vetor  0^  0^  , 

Então 


»»  o  produto  de  duas  me  ia- voltas  em  torno  de 
dois  pontos-distintos,  (0^  )  e  (^  )  é  uma  trans¬ 
lação  segundo  o  vetor  200  • 

4  1 

18*  0  PRODUTO  DE  DUAS  REFLEXÕES  EM  TORNO  DE  DOIS 

EIXOS  PARALELOS  . 

Sejam:  J  R^  uma  reflexão  emtorno  de  e4  . 

R?  uma  reflexão  em  torno  de  e 
L  l 


Suponha  que  e 


0, 
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"  ^^2  eQulvale  a  uma  translação  T£T  se¬ 
gundo  um  vetor  v*  ,  perpendicular  aos  eixcs  ,  cujo 

comprimento  e  o  dobro  da  distância  ent re  os  eixos, 
orientado  do  primeiro  para  o  segundo  •*  . 

_^(lsto  e:  v  esta  representando  o  noaso  an- 

(Fiz  questão  de  não  introduzir  os  pontoe 

0,  *  02 

xoes  não  têm  nada  a  ver  com  0  e 


w  w 2  nesta  situação  ,  pois  ,  aqui  ,  ae  refle- 


0,  )  . 


1$.  A  REPLEXãO  GLIDE  . 

Quero  agora  apresentar- lhes  INTR0DUCT10N 
TO  GEOMETRY  ,  escrito  por  E. S.M. COXETER  : 

Na  página  43,  vemos  : 

'*  E3tnmos  agora  familiarizados  com  três  tipos 
de  isometria  :  reflexão,  rotação  e  translação, 

Um  outro  tipo  e  a  “reflexão  glide  " 
(pronuncia-se  "glaide")  ,  que  o  o  produto  de  uma  re¬ 
flexão  era  tomo  de  ura  eixo  seguida  de  uma  trans¬ 
lação  ao  longo  do  mesmo  eixo.  Imagine  tal  eixo  sobre 
as  areias  de  uma  praia  ;  então,  as  pegadas  consecu¬ 
tivas  impressas  na  areia,  ontão  relacionadas  através 
de  um  movimento  "glide" 


■ 


>  iii* 


Ê  uma  composição  de  rof lexooo-glide ,  pois: 


Denotemos  por  s 
R  »  reflexão  em  torno  de  e_  # 

T  *  translação  ao  longo  de  ^  (segundo  um  vetor 
v  9  paralelo  a  £  ) . 

&  *  reflexão  glide. 

G  foi  definida  como  sendo  igual  ao  pro¬ 
duto  .  Logo  duas  pegadas  consecutivas  estão  real¬ 
mente  relacionadas  por  uma  reflexão  GLIDE  . 

Podemos  imaginar  um  passo  de  a  aC  co¬ 
mo  sendo  subdividido  em  dois  movimentos:  " 
lfl)  uma  reflexão  R  , 

2B )  uma  translação  T  • 

_  tera  grandes  aplicações  na  cons- 

Ç~  ac  c.rtoo  painéis  quo  veremos  no  parágrafo  seguin 

te. 

•  - 


20.  0  USO  DA  HBFLEJÜLü  GLIDK  1*0  TRABALHO  DB  «.COBChEí. 

ÜHurxts  Bscher  foi  um  artistr.  holmdes  p 
nascido  tn  189 &  ,  quo  wtilizcu  técnicas  dc  cri  >tu- 


lograi  ia  ,  pura  criar  painéis  constituídos  do  uaj, 


célula,  gerando  outras  ate  preencher  o  plano  s«^ 
que  haja  espaços  vazios  • 

Vejamos  como  entondor  um  do  seus  trabaLq^ 
entituladc:  Cav<  leira. 

Considere  um 
j  equilátero. 

_ Construa  (sobro  q 

lado  BC}  um  novo 

»  I  J\  SCO  tamben  equi- 

cj^~ - jw  líterQ* 

|  Localize  os  pontos 

\j  M  (ponto  medio  de  AC) 

( /  e  R  (ponte  médio  de  j£v, 

Construa  uma  curva  x  ^ 


é^ando  o  ponto  A  ao  ponto  B. 


Construa  uma  curva  £  ligando  Ba  C  ue  modo  que  ^ 
gli&e  de  x  . 


0 


33 


Fxnalmontü  ligamos  oo  pontos  C  o  D  usanoo 
curva  glide  cm  relação  a  dn  i- tapa.  anterior. 


curva  ligando  A  a  » 


Coi^trua.  agora  uma 

MK---- 


rol 


Ligue  X  a  C  usando  uma  glide  relativamenta 
anterior  . 


Xfl  D 


Ligue  B*  a  U  ,  transladando  9.  curva  que  liga^f  a  Q 

u 


Ligue  W  a  D  .  transladando  i  curva  que  liga 


Obtivu 


^  ti  seguinte  cc trutrurii 


Observe  que  os  "triângulos”  ABC  e  BCD  sc 
rolacionam  através  de  uma  reflexão  gliúe  : 

O  "triângulo”  ABC  sofro  inicialmente  uma  refle¬ 
xão  sobre  o  eixo  HD  e,  a  seguir,  uma  translação  segun¬ 
da  a  direção  BC  . 


v/ 


■J 


Eiu  alguns  do  biue  trabulnoa,  Kuchcr  usou 
üBta  estrutura  glide  . 

é  possível  encontrar  ©m  alguma©  livraria*, 
"  Gfraphic  Worlc  of  M.C.Escher  "  ou  então:  "  Th*. 
Magic  Mirror  of  M.C.Eschur  "  quo  reúnem  acub  prin¬ 
cipais  trabalhos. 

Motivados  nesto  estudo,  aturma  do  •■Katemá- 
tica  para  Artes"  da  PUC-RIO  ,  no  28  semestre  dc  83  » 
decidia  criar  painéis  gerados  pela  reflexão  glide  , 
que  se  encontram  nestas  próximas  páginas  . 


REFERÊNC1 AS : 

COXETER  -  Introduction  to  Geometry. 

JOHN  FR  ALEI  GH  -  A  First  Course  on  Abetract  Álgebra. 

EVES  -  A  Survcy  of  Goomctry 

COUHANT  &  ROBBINS  -  What  is  Mathomatics? 

CELSO  BRAGA  WULMER  -  Geometria  para  Desenho  Industrial 


